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1. A betegségek terjedésnek leirasara két f6 iranyvonal alakult ki (populaciédinamikai, valamint
tigynok-modellek). A populaciédinamikai megkozelitésben a tarsadalmat kiilonb6zd csoportok-
ra bontjak aszerint, hogy az egyének a jarvany mely szakaszaban vannak éppen. Az egyes cso-
portokhoz tartozok szamanak idébeli valtozasat kozonséges, determinisztikus differencialegyen-
letek segitségével vizsgaljak. Ezen modellek koziil az egyik legegyszertibb az in. SIS-modell. Ttt
az egyes betlik a Susceptible azaz ,fogékony”, illetve Infectious, ,fert6z6” csoportokra utalnak.
A masodik S azt jelzi, hogy a meggyogyult paciensek az S populécidba, azaz fogékonyba, keriil-
nek és ismét elkaphatjik ugyanazt a betegséget. Szemben a SIR-modellel, ahol a felgyogyultak
immunisak (Recovered) lesznek a betegségre.

Habar a modell a jelenlegi helyzet (COVID-19) leirasara csak erds korlatokkal alkalmazhato,
hiszen még azt sem tudjuk biztosan, hogy a fertézés ismét elkaphaté-e, a dinamikai viselkedésrdl
kvalitativ képet mégis alkothatunk segitségével.

Ennek érdekében vizsgaljuk numerikusan a SIS-modellt
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ahol S és I a megfelel§ populacié aktudlis létszama, a [ fert6zési rata a terjedést leiré paraméter
(annak valoszintsége, hogy egy egészséges egyén elkapja a betegséget egy mar fert6z6tt6l), v
pedig a gyogyulasi rata (lényegében a betegség atlagos idGtartamanak reciproka). A teljes
populacio N létszama: S + [ = N allando. Elemezziik kiilonb6zd (5,v) parokra a jarvany
lefolyasat! Ha az R = [/~ reprodukcios szam kezdetben nagyobb 1-nél, a fertézottek szamanak
csOkkentése érdekében bizonyos intézkedéseket sziikséges bevezetni. Erre lehet&ségiink van, ha
a B(t) fert6zési ratat idében valtozo paraméternek tekintjiik (ezzel modellezve a hatdsagi vagy
onkéntes karantént, tavolsagtartast, maszkviselést), pl. valamilyen sima, monoton csékkend
fliggvény formajaban, melynek idéskaldja egybeeshet a betegség atlagos idGtartamaval, de lehet
ett6l 1-2 nagysagrenddel hosszabb is. Az intézkedést abban az esetben tekintjiik sikeresnek, ha
elértiik az R ~ 0.9 értéket. Mutassunk numerikus megoldasokat a kiilonbo6z6 forgatokonyvekre!

(Kovacs Tamas)

2. A klimavaltozas (egyéb mas jelenségekkel egyiitt) raterelte a figyelmet olyan fizikai rendsze-
rekre, melyekben valamely paraméter idében eltolodik. A gerjesztett, csillapitott harmonikus
oszcillator a fizika alappéldaja, melyben a szinuszos gerjesztés a klimadinamikai megfeleltetés-
ben az éves periodicitdsnak felel meg, s az ismert allando6 gerjesztési amplitadoju eset valtozat-
lan klimanak. Vizsgéljuk meg a klimavaltozis analogidjara azt az esetet, amikor a gerjesztési
amplitidé konstans értéktsl indulva idében linedrisan valtozik (né vagy csokken)! Ahogy a
hagyomanyos esetben a hosszi ideji viselkedést egy allandosult periodikus mozgas (attraktor)
jellemzi, most is létezik egy olyan oszcillal6 mozgas, amihez a mozgas minden kezdd&feltétel
esetén tart, amelynek amplitudéja azonban ebben az esetben iddben vdltozo. Hatarozzuk meg
ennek a rezgémozgasnak a paramétereit és abrazoljuk a mozgast! Megmarad-e a rezonanciara
valo hajlam a  klimavaltozis” soran?

(Janosi Daniel és Tél Tamés)



3. Eo6tvos Lorand egyik korai kisérletében dinamikus modszerrel mérte meg a gravitacios allandot.

Két egyforma, négyzet alapt derékszogi 6lomhasabot gy helyezett el, hogy a szemben 1év§
lapjaik parhuzamosak legyenek, tavolsaguk pedig megegyezzen a hasdbok alapjainak a = 30 cm
oldalhosszaval (lasd a mellékelt abrat). A hasdbok magassaga h = 2a volt. A két 6lomhasab
kozt igy létrejott szabad térbe tgy helyezte el a torzids ingat, hogy az ingarid kdézéppontja
pontosan kozépen legyen a két o6lomhasab kozott. Az elhanyagolhaté tomegd és kiterjedést
rad két végére egy-egy azonos tomegi golyot helyezett. Az inga 20 hosszusagu radjat (nyilvan
[ < a/2) kozepén egy fiiggsleges torzios szalhoz erdsitette, és igy a riad vizszintes sikban torzios
lengéseket végezhetett. Az elrendezésben az inga két egyensilyi helyzete koriili kis elfordulasi
szogek mellett mérte a lengésidét.
Legyen a rudnak a hasabok szemkozti oldalaira meréleges egyenstlyi helyzete koriili (bal oldali
abra), transzverzalis lengésidé T;, mig a radnak a szemkozti oldalakkal parhuzamos beéllasa
koriili (jobb oldali abra), longitudinalis lengésid6 T;! Itt jegyezziik még, hogy a korabeli mé-
réseknél a napjainkban szokasos periodusidének a felét tekintették lengési idének. Elméleti
szamitasai alapjan E6tvos az alabbi Osszefiiggéssel hatarozta meg az f graviticios allandot:
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ahol ¢ a homogén 6lomtombdk anyaganak stiriisége, mig ¢ a riad méreteitdl fiiggd és az osz-
lopok véges voltabol eredd korrekcios tagot jelent. Mutassuk meg, hogy a képletben szerepld
numerikus érték nem fligg a hasdbok méretétsl, csak a hasab oldaléleinek h/a aranyatol (ami
adott), de fiigg az inga ridjanak hosszatol! Ugyanakkor legjobb tudomasunk szerint E6tvos
egyik cikkében sincs utalas az [ értékére. Ezért felvetGdik a kérdés: milyen [ esetén kapjuk a
fenti képletben szerepld 13,427 szamot? Hogyan fiige a képletben megjelend numerikus érték
az | hosszisag értekétdl az 0 < [ < a/2 intervallumban?

Megjegyzés: Eotvos Lorand tervezte a mérés még pontosabba tételét is, amikor a kisérletet ,a
megbizhatatlan 6lomhasabok helyett valoban homogén higannyal” és légiires térben végezné el,
erre azonban mar nem keriilt sor.

(Cserti Jozsef)

4. Tekintsiik a kovetkez6 rendszert: Kiilonb6z6 tomegii testek kezdetben nyugszanak. Az egyik,
M tomegi testet 1V sebességgel fliggblegesen felfelé hajitja egy gépezet. Amikor a test vissza-
tér a kiindulasi magassagahoz V| sebességgel, a gépezet a teljes mozgési energidjat atadja
egy M/\/1,1 tomegii testnek, szintén fiiggsleges irdnyba hajitva. A jelenség megismétlsdik, a
mozgasi energia mindig /1,1-szer kisebb tomegii testnek lesz atadva.

A kozegellenallasi eré a sebesség négyzetével aranyos nagysagu. A kezdeti Vi sebesség éppen az

elsG testre vonatkozo, négyzetes kozegellenallas melletti szabadesés V. ,,aszimptotikus sebessé-
gének” nagysagaval egyezik meg.

Adjuk meg az N = 101 -es indext test VY, sebességét a visszatérés pillanataban!

(Gombkéts Akos)



5. Megmértiik egy szoba hémérsékletét, mialatt egyenletesen fiitottiink maximalis teljesitménnyel,

és egy masik alkalommal kikapcsolt fiités mellett. Az eredményeket a mellékelt tablazat tartal-
mazza.

A fiités ideje alatt a kiils6 hémeérséklet allando 7,4 °C volt, mig a hiilési esetben 2,8 °C. A szoba
falainak (mennyezetének és padlojanak Gsszesen) 50 %-a a szomszédos lakdsokat valasztja el a
szobatol, amelyekben a hémérséklet allando volt. A falak tobbi 50 %-a kiils6 fal. Kérdések:

1) Magyarazza meg kvalitativan a két gorbe alakjat az id6 fiiggvényében abrazolva!
2) Illesszen megfelels fiiggvényeket az adatokra! Mi az illesztési paraméterek fizikai jelentése?
3) Mekkora volt a szomszédok lakasaiban a hdmérséklet?

4) A fiitési gorbe esetén a fiitGteljesitmény allando volt, és a fiités koltsége ebben az idGinter-
vallumban 350 Ft volt. Altalaban ezt a szobat hasonlo kiilsé hgmérséklet mellett 20 °C fokos
allando hémeérsékleten tartjuk. Mennyibe keril a fiités havonta’

5) Mekkora a maximalisan fenntarthaté hdmérséklet ebben a szobaban, ha a flitést allandoan

bekapcsolva tartjuk, ugyanazzal az allando teljesitménnyel, amelyet a mérés alatt hasznaltunk,
ha a kiils6 hémeérséklet 0 °C?

6) A 2,8 °C kiils6 hdmérséklet mellett a szobat minden nap = 6ran at termosztat-szabalyozassal
ftitjiik, és 24 — x 6rdn at hagyjuk hilni, ahol 0 < = < 24. Amikor fitiink, akkor egy szoka-
sos termosztat ki- és bekapcsolja a ftitést, melyet 20 °C-ra allitunk be. Mennyi lesz a havi
flitésszamlank x fiiggvényében az x = 24 esethez képest? Készitsiink abrat!

7) Tegyiik fel, hogy a kiilsé hdmérséklet id6ben szinuszosan valtozik, egynapos periodusidével!
Ekkor a bels6 hémérséklet is szinuszosan fog valtozni az idében, csak kisebb amplitadéval és
egy faziskéséssel. Hanyszor kisebb amplitudoval, és mekkora faziskéséssel?

(Veres Gabor)

6. A manapsiag haszndalatos felmosévodrok egy része tartalmazza a rongy kicsavarasat lehetGvé
tevg feltétet is:

Toémegeloszlasuk ezért nem szimmetrikus. Ha az iires vodrot felfiiggesztjiik, akkor annak fels
éle a vizszintessel g szdget zar be. Modelezziik a vodrot egy 30 x 25 x 25 cm-es téglatesttel,
melynek silypontja a fels§ vizszintes él kozéppontjatol s = 15 cm-re van a fiiggélegessel ay =
0,16 radidnt bezaro6 szogben:

Mekkora a fels6 él kozéppontjaban felfiiggesztett vizzel toltott m = 75 dkg tomegid vodor viz-
szintessel bezart « szoge, ha a vodor magasabban fekvé | fligg6leges” éle mentén a viz magassaga
h cm? Mekkora h vizmagassig esetén tekinthetd a toltott vodor helyzete egy szazad radiannyi
pontossaggal vizszintesnek? Ahol sziikséges, hasznaljuk ki, hogy « kicsi!

(Tél Tamas)
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7. Az mi = F(t) Newton-egyenlet (ahol F(t) csak a t id6td] fiigg) megoldasat felirhatjuk integ-

raloperatorral
/ G(t—t)F(t) dt’

alakban. Hatarozzuk meg az integraloperator G(t — t') magfiiggvényét!

(Tichy Géza)

8. Két, my és my tomegi, O, és O, tehetetlenségi nyomatéki gombdly égitest kering kdrpéalyan
kozos tomegkozéppontjuk koril, tavolsaguk R, ami sokkal nagyobb a testek méreténél. Mind-
két égitest forgastengelye merdleges a keringés sikjara, a forgas szdgsebessége wiq, illetve wo,
mindkettd nagyobb a keringés () szogsebességénél.

Hosszt eénok elteltével a két égitest mar teljesen kotott keringést végez, azaz mindkettd tar-
tosan ugyanazt az oldalat forditja a masik felé.

A rendszer kezdeti mechanikai energiajanak hanyad része disszipalodott az arapalyfiités hata-
sara a teljesen kotott keringés bealltaig? Adjunk valaszt els6rendid kozelitésben! Feltehetjiik,
hogy a rendszer elszigetelt, a kiilvilaggal sem energia-, sem impulzusmomentum-cserét nem
folytat. A testek az egész folyamat soran végig kor alaka palyan keringenek.

(David Gyula)

9. Vizsgaljuk meg részletesebben a kotott keringés kialakulasanak folyamatéat! Egy bolygo koriil
egyetlen hold kering R sugart korpalyan. A hold forgastengelye meréleges a keringés sikjara,
a forgés kezdeti w szogsebessége joval nagyobb a keringés () szogsebességénél. A bolygdé M t6-
mege sokkal nagyobb a hold m tomegénél, és tételezziik fel, hogy a bolygé alakja nem szenved
szamottevd torzulast a hold gravitaciés hatasa kovetkeztében. A holdat ellenben haromten-
gelyt ellipszoidda torzitja az arapaly hatéasa, mikézben térfogata valtozatlan marad. A hold
anyaganak stirtiségeloszlasat homogénnek tekinthetjiik.

A holdon kialakul6o dagélyhullam nem pontosan a vonzast kifejté bolygd iranyaba mutat, ah-
hoz képest kis szogii késést mutat. A folyamat bonyolult rugalmassagtani és szilardtestfizikai
részleteinek vizsgalata helyett éljiink egy egyszerii kozelitéssel: tételezziik fel, hogy a dagaly-
hullam kialakuldsa fix 7 késleltetési idGvel kdveti a graviticios hatast. A 7 idGallando joval
rovidebb, mint a hold forgasabol adodoé ,holdnap” hossza. Hasonld egyszertisitésként feltéte-
lezhetjiik azt is, hogy a dagalyhullam amplitid6ja aranyos a bolygo altal a holdra kifejtett

arapalyers nagysagaval (ami 1/R? alakban fiigg a tavolsigtol).

a) Irjuk fel a hold forgasi szdgsebességének valtozasara vonatkozé differencidlegyenletet tgy,
hogy a folyamat kozben a bolygotol valo tévolsagot és a keringés szdgsebességét allandonak
tételezziik fel! Oldjuk meg a differencidlegyenletet!

b) Most vegyiik figyelembe azt a jelenséget is, hogy a dagalyhullamra hato forgatonyoma-
ték kovetkeztében megvaltozik a hold keringésének pélyasugara és ezért a keringés szogse-
bessége is! Irjuk fel a hold forgasanak w és keringésének Q szogsebességére vonatkozo csatolt
differencidlegyenlet-rendszert! Az () valtozot kikiiszobolve és megfelel6 paramétereket bevezetve
vezessiik le a csak a forgds w szogsebességét tartalmazo egyetlen differencialegyenletet! (Meg-
oldani nem kell.) Vizsgaljuk meg, milyen feltételekkel kapjuk vissza ebbdl az a/ feladatrészben
targyalt (és megoldott) differencialegyenletet!

c) Vazoljuk fel az altalanosabb problémat is! Legyen most a két test tomege Osszemérhetd.
Mind a hold, mind a bolyg6 anyaga deforméalhato, de a deformécié kialakulaséra jellemz6 7 és
Ty késleltetési id6k kiilonboznek. A két testben kialakul6é dagalyhullamok amplitadéja aranyos
a testek kozt hatd vonzoerdvel, de az ardnyossigi tényez6k kiilonboznek. A bolygd és a hold
forgastengelye parhuzamos, és merélegesek a keringési sikra. Kezdeti forgasi szogsebességiik w,
illetve wy, mindkettd nagyobb a keringés Q szdgsebességénél. Irjuk fel az wi(t), wy(t) és Q(t)
filggvényekre vonatkozo csatolt differencidlegyenlet-rendszert! (Megoldani nem kell.)

(Gohér Attila és David Gyula)
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14.

Elnézést kériink, a 10. feladatot visszavontuk. (Oktober 26, 19:52 CET)

A villamlas utani dorgés egy nagy csattanassal kezdddik, majd ezt egy hosszi, mély hangu
morajlas koveti. Magyarazzuk meg ezt a hullamterjedés alapjan!

(Tichy Géza)

Tekintsiik gy, hogy a Fold magja R sugart, homogén p,, strtiségi merev géomb, melyet p
sdrtiségd folyadék vesz koril! Tegylik fel, hogy a gomb tomegkdzéppontja egyensilyi helyzet-
ben a Fold geometriai kozéppontjaban van! Irjuk fel a mag mozgasegyenletét kis kitérésekre
vonatkozolag!

(Gombkots Akos)

Egy asztalon fekvs két egyforma, pontszerd mégneses rid mégneses dipolusmomentumai az
asztal sikjaban, és a) az Gket Osszekots egyenesre merdlegesen, egyméashoz képest ellentétes
iranyban, illetve b) az 6ket 6sszekots egyenessel parhuzamosan, egymashoz képest azonos irany-
ban allnak. Az egyik magnesriud rogzitett, a méasik pedig sturlédas nélkiil mozoghat az asztalon.
A mozgas soran a magneses dipolusok irdnya végig valtozatlan. Mennyi id6 alatt éri el a mozgo
magneses rud a rogzitett magnest a két rad koézotti vonzoerd hatasara? Tegyiik fel, hogy a két
rid kozotti kolesonhatas mégneses dipol-dipdl kolesénhatassal modellezhetd!

(Cserti Jozsef)

Két azonos (unobtainium) anyagu és méretii, homogén vezets gomb alaki részecske frontalisan
iitkozik. A relativ sebesség akkora, hogy az 1. gémb felszinén egyenletesen eloszl6 () toltés nem
indukal szdmottevd toltéseloszlast az elektromosan semleges 2. gdbmbon.

Az unobtainium egyik kiilonleges tulajdonsaga miatt kisiilés nem torténik a két gémb kozott,
toltésaramlas csak érintkezés soran jelenik meg. Az litkozés folyamataban az alakvaltozas elha-
nyagolhato6 ideig tart, az érintkezés soran mindkét gémb félgombbé deforméalodva alkot egyetlen
gémb alaki vezets testet. A toltés-kiegyenlités folyamata ebben az allapotban zajlik T ideig. A
t = T id6pont utan az érintkezés megszakad, a gémb felezGsikjaban 1évG toltéseloszlas egyen-
16en oszlik el a két, mar nem érintkezé félgomb kozott.

A t = 0 id6pontban a Q toltés fele az 1. test kiils6 felszinén oszlik el egyenletesen. Utkozés
utan a toltések 3:2 ardnyban oszlanak meg a gémbok kozott. Nekiink csak annyi a kérdésiink,
hogy mennyi ideig tartott az iitkozés?

(Gombkots Akos)
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Egy egyetemi hallgat6 januari kirdnduléasra késziil, mikézben tanulja a termodinamikat, amely-
bél a kirdndulést kévetd napon fog kollokvalni. Méar elcsodalkozott azon, hogy az entropidnak
ugyanaz a mértékegysége, mint a hékapacitasnak, de most éppen teat készit, és nem akar ebbe
mélyen belegondolni. Mégis, mikézben a termoszban 1év6 hideg, 16 °C-os tedra ratolt ugyan-
ennyi meleg, 88 °C-osat, a kovetkez§ kérdés meriil fel benne: vajon a h6mérséklet-kiegyenlitédés
soran bekovetkezd entropiandvekedés hanyad része lesz a termoszban eredetileg volt tea hGka-
pacitasanak? Segitsiink neki! (Feltételezhetjiik, hogy a tea fajhGje nem fiigg a hdmérséklettol,
béar ez csak kozelitdleg igaz...)

(Radnai Gyula)

Egy hagyoméanyos optikai récs rései gyartastechnologiai okokbol nem teljesen egyformak. A
szomszédos rések kozéppontjainak tavolsiga mindenhol ugyanakkora (ez a d racsallando), de
a rések szélessége véletlenszertien ingadozik. A résszélesség egy a varhatéd értékid, o, szoras,
normalis eloszlasa valoszintiségi valtozo.

a) Milyen a racs elhajlasi képe, ha merélegesen olyan A hullamhosszisagi lézernyalabot ejtiink
r4, amely N rést vilagit meg?

b) Hogyan modosulna az elhajlasi kép, ha az a résszélesség allando lenne, de a szomszédos rések
tavolsadga egy d varhaté értékd, o, szorasu, normalis eloszlasi véletlen valtozo lenne?

(Vigh Mate)

Egy transzmisszios, nagy felbontasi optikai racsra parhuzamos, monokromatikus fénynyalabot
bocsatunk az optikai racsra merélegesen. Ezutan a racsot a kozépsd rés, mint tengely koriil
elforgatjuk akkora szdgben, amennyi a récs eredeti allasa mellett az n-edik rendben kiléps
fénynyalab eltériilési szoge volt.

a) Milyen irdnyokban 1ép ki most fénynyalab a racsbol?

b) Milyen feltételnek kell teljesiilnie a racsallando, a hullamhossz és az elforgatasi szog kozott
ahhoz, hogy csak a 0-dik és valamelyik els6 rendben lépjen ki fénynyalab?

¢) Mekkora annak a maximalis és minimalis hullamhossznak az aranya, ahol az elgbbi feltétel
teljesiil?

(Radnai Gyula és Varga Dezss)

Egy kiils6 erétérben mozgd relativisztikus pontrészecske mozgasegyenlete d(Muy)/dr = Fy,
ahol 7 a sajatidd, u, a négyessebesség vektora, M a részecske nyugalmi tomege, Fj pedig a ré-
szecskére hato négyeserd vektora. Tanulméanyozzuk a részecske mozgasat egy rogzitett centrum
keltette gombszimmetrikus sztatikus erétérben! Hatarozzuk meg a palya r sugaranak fiiggveé-
nyében a korpalyan valo mozgas (harmas)sebességét, valamint a keringési id6t rendszeridében
(t), illetve sajatidében (7) kifejezve! Vizsgaljuk meg

a) a Higgs-mez6 esetét, ahol a centrum altal kifejtett vonzoerd Fy, = g 0p®(r), konstans g
csatolési allandoval, illetve illetve

b) a Nordstrom-féle gravitacios tér esetét, ahol az er§ Fp, = M 0P(r), a csatolasi allando
szerepét (egy gravitacios elméletben elvarhaté modon) az M nyugalmi tomeg jatssza! Mindkét
esetben tételezziik fel, hogy a ® négyesskalar-potencial sugarfiiggése hatvanyfiiggvény jelleg(:
d(r) = —K/r", ahol K és N pozitiv allandok.

¢) A jelenlegi részecskefizikai elméletek szerint bizonyos elemi részecskék tomege teljes egészében
a ¢ Higgs-mez6tdl szarmazik. Hogyan fiigg egy ilyen részecske palyamenti (harmas)sebessége
a korpalya sugaratol?

(David Gyula)
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Egydimenzios, m tomegi, linearis V' (z) = Fz potencidlban mozg6 kvantumos részecskét zar-
junk L hosszti, merev fali dobozba (a probléma ekvivalens a padlo és mennyezet kozott fiig-
g6legesen pattogd kvantum-labdaval). A stacionarius Schrodinger-egyenletbél kiindulva a ha-
tarfeltételek figyelembe vételével irjuk fel az energia-sajatértékeket meghatarozo egyenletet,
melyet oldjunk meg numerikusan! Abrazoljuk az alacsonyabb nivokat a doboz méretének fiigg-
vényében, és szemléltessiik grafikusan a stacionarius hullamfiiggvényeket! Az energiaszinteket
meghatarozé kifejezésben fellépé fliiggvények aszimptotikainak ismeretében adjunk egyszertibb
egyenletet a magasan fekvs nivokra! Végezziik el a szemiklasszikus kvantalast is, hasonlitsuk
éssze'az el6z6 kozelité eredménnyel, és numerikusan néhéany, az egzakt egyenletbdl kapott ni-
voval!

Tovabbi kérdések: a) Szamitsuk ki a nivokat expliciten, ha az L kicsiny!

b) Mely paraméterek mellett esik egybe FL éppen az alapéallapoti energiaval? (Ilyenkor a
klasszikus labda éppen eléri a mennyezetet.)

¢) Mutassuk meg, hogy a (b)-beli hataresetnél kisebb L belméret mellett minden nivo F'L folé
esik!

d) Irjuk fel a szemiklasszikus stacionarius hullimfiiggvényeket, s grafikusan hasonlitsuk dssze
6ket néhany egzakttal — mikor jo a kozelités?

e) Irjuk fel a kicsiny L melletti hullamfiiggvényeket expliciten, ezeket szintén hasonlitsuk dssze
a valodiakkal!

(Cserti Jozsef és Gyorgyi Géza)

Egy harmonikus oszcillator a K-ik energia-sajatallapotban van. Ekkor hirtelen megvaltoztatjuk
a rendszert: az oszcillator frekvenciajat e*7-szorosara véltoztatjuk (v tetszdleges valos szam).
Fejezziik ki az allapotvektort a valtozas pillanataban, illetve a valtozas utén t id6vel kizarolag
az 1j modositott paraméteri rendszer vakuumallapota és kelt§ operatora segitségével!

Valaszoljunk a kérdésre akkor is, ha a rendszer kezdetben nem energia-sajatallapotban, hanem
egy [ paraméterrel megadott koherens allapotban van (3 tetszéleges nem nulla komplex szam)!

Ha azt szeretnénk tudni, hogy milyen valdsziniiséggel talaljuk a rendszert az 1j paraméte-
rek alapjan meghatarozhaté n-ik energia-sajatallapotban, akkor végtelenszer végtelen szami
maéatrixelemet kellene kiszamitanunk. Konstrualjuk meg azt a kétvaltozos generatorfiiggvényt,
amelybdl mindezek a matrixelemek egyszert derivalassal levezethet6k! Szamitsuk ki ténylege-
sen a valoszintiséget abban az esetben, amikor n = K!

Vizsgaljuk meg azt a hataresetet, amikor a frekvenciaaranyokra jellemzG + paraméterrel 0-hoz
tartunk!

(David Gyula)

Az elektronfajhét minden szilardtest-fizikai szakkonyv a mintat elszigetelve, allandé elektron-
szam mellett szamolja a Bethe-Sommerfeld-sorfejtést felhasznalva. Szamoljuk ki ugyanezzel a
kozelitéssel az dlland6 Fermi-energidnal mért fajhst, azaz a leféldelt minta fajhgjét!

(Tichy Géza)

Adiabatikus leméagnesezésnél paramagneses sot hasznalnak. Bekapcsoljak a mégneses teret,
majd mikor létrehoztak a vakuumot az adiabatikus feltételek biztositasara, a teret megsziinte-
tik. Ezzel a s6 lehtilhet egy kelvin koriili értékrsl par millikelvinre. Modellezziik a paramagneses
sot fiiggetlen, % spint, paramégneses dipolokkal. Milyen lesz a h6mérséklet magnesestér-fiiggése
a,tkér z;diabatikus csOkkenése kdzben? Mit allithatunk nagyobb spinnel rendelkez6 paramagneses
sokra’

(Tichy Géza)



23. A tight-binding modellek récspontokat 6sszekotd ,hopping” tagokbol allnak. Vizsgaljunk egy
kétdimenzios racsmodellt, amelynek racspontjai az xy-sikon helyezkednek el, toviabbéa jelen van
egy z-irdnyt By homogén mégneses tér is! Ebben az esetben a hopping tagok altalanos formaja:

_ (m,n)
——g Jm.n €XP z@lw )#+my+nclw,

ahol J,,,, a hopping paramétereket jeloli, a épy(éu,y) pedig a keltd(eltiintets) operatorokat a
i, v indexekhez tartozé racsponton.

Egy tipikus modell valamilyen regularis racson van megadva (pl. négyzetracs, haromszogracs,

stb.). A rendszer Hamilton-fiiggvénye T,,, tipusi tagok és hermitikus konjugéltjaik Gsszege.
Példaul, az m = 0, n = 1 tag az y-irdnyban kozvetlen szomszédok kozotti hoppingot jeloli.
A 0 fazis a vektorpotencial vonalintegralja a u, v és a p 4+ m, v + n indexekhez kapcsolodo
racspontok kozotti egyenes mentén

( ) ﬁ;z,,u+§7vz,n, -
m,m) __ —
0, = / A-dr.

Ry
Definidljuk a kovetkezs racs-derivalt fiiggvényt:
Apnf (s v) = f(p+m,v+n) — fp,v).
e Milyen feltételnek kell ahhoz teljesiilni, hogy a Tmn és a prq operatorok kommutéljanak?

Vegyiik fel a magneses transzlacio-operatorokat a kdvetkezs forméban:

§ exp ZXM v /ﬁ—m V—&-ncm

A tovabbiakban az egyszer (elsGszomszédos) négyzetracs-modellt vizsgaljuk. Ez azt jelenti,
hogy a hopping paraméterek kozott csak a Jig és a Jy; véges, a tobbi mind zérus.

e Vezesse le azokat a feltételeket, amelyek a fennallnak, a transzlacid-operatorok kommutal-
nak az egyszert négyzetracs-modell Hamilton-fiiggvényével! (A kapott egyenletek diszkrét

(mn) g5 a 075" valtozok kozott.)

racs-differenciaegyenletek lesznek a y,,
o Irja fel az egyenletek megoldasait!

e Ellendrizze, hogy az igy kapott méagneses transzlacié-operatorok csoportot alkotnak-e! Ha
nem, akkor modositsa ket tigy, hogy csoportot alkossanak!

e Ha a rendszer véges kiterjedést és a hatarfeltételek periodikusak (L., L, ), akkor épitse fel
a megfelel6 véges magneses transzlacié-csoportot!

(Hetényi Baléazs)

24. Az a(t) skalafiiggvény szerint taguld Vilagegyetemben egy szabad részecske a ¢, pillanatban
vp sebességgel halad at egyilittmozgd vonatkoztatasi rendszeriink origéjan. Mennyi a sebessége
egy késébbi ¢ pillanatban?

(David Gyula)



25.

26.

Kvantumtérelméletek renormalhatoséga szoros kapcsolatban van a szoban forgd rendszerre jel-
lemz§ szimmetriaval. A naiv hatvanyszamolason alapul6 renormalhatosag altalaban nem elég-
séges, az ellentagfunkcionalnak szintén rendelkeznie kell a rendszer szimmetriajaval, ellenkezs
esetben olyan divergencidk is megjelenhetnek, melyekhez nem lehet ellentagot taldlni a Lag-
range fliggvényben. A mez6kben lineéris szimmetridk esete nagyon egyszert, ugyanis konnyen
megmutathato, hogy ezesetben a Lagrange fiiggvény szimmetriaja a kvantum effektiv hatason
is megdrzédik, vagyis a divergencidk szerkezete konzisztens az ellentagokéval.

Tekintsiink egy ¢ = (0, 7%) (a = 1,2, 3) négykomponensi mezét, mely Yukawa kolesonhatassal
csatolodik egy tomegtelen fermion dublethez. A kélesdnhatast a Ly = g (o+im®ys7%)1 tag irja
le a Lagrange fiiggvényben (a kinetikus tagok a szokasosak), ahol ¢ a ¢ spinor Dirac adjungéaltja,
7% a Pauli-matrixokat jeloli, v5 pedig az 6tddik Dirac-méatrix. A rendszerrél megmutathato,
hogy O(4) szimmetriaval rendelkezik, mely linearisan dbrazolodik a mez6kon, vagyis az ellentag
funkcional szerkezete meg kell, hogy egyezzen a Yukawa tagéval. Szamitsuk ki a dg ellentagot
a perturbacidszamitas legalacsonyabb rendjében, azaz értékeljiik ki az aladbbi Feynman-grafot
(az irdnyitott vonalak fermionok, a szaggatottak ¢-re vonatkoznak).

Ha a szaggatott kiilsg 1ab o, akkor az als6 fermion propagétortol indulva a graf jaruléka sema-
tikusan

i0g = /S(p) X ig X S(p) [(ig)2 + (ig x i757b)2} G(p),

p
mig ha az el6bbi 7, akkor

i0g X 157" = /S(p) X ig X 57 x S(p) [(ig)Q + (ig X 2'757'17)2} G(p),
p

ahol S a fermion, G pedig a ¢ propagator. Mivel {v,,75} = 0 (és igy {5,715} = 0), a két
esetben a dg -re adodo jarulék egy elGjelben eltér egymastol. Eszerint az ellentagfunkcionalban
egy ~ (o — im%y57*) operator jelenik meg, ami viszont sérti a korabbi O(4) szimmetriat
és nem kompatibilis a Lagrange fiiggvénnyel. Hol vétiink hibat a gréafokhoz tartozo integralok
felirasa soran? Spontan szimmetriasértés esetén milyen mas grafbol lehetne meghatarozni dg-t7

(Fej6s Gergely és Szép Zsolt)

Tegyiik fel, hogy feltérképeztiik a Balaton mélységét vizfeliiletének minden pontjaban, és ezt a
D(z,y) fiiggvény irja le, ahol az (x,y) koordinataju pont a topart kérvonalan beliil talalhato.
LevezethetSk-e a kovetkezd informéciok a D(x,y) fliggvény pontos ismeretébdl?

a) Mi a leggyakrabban el6forduld mélység, azaz a mélység eloszlasfiiggvényének modusza? b)
Hogyan lehet definialni és meghatarozni az atlagos mélységet? ¢) Hogyan vezethet6 le a D(z, y)
fiiggvénybdl a z mélységeloszlas f(z) striségfiiggvénye (ahol f(z)dz annak a valdszintisége,
hogy egy véletlen mérésnél a z mélység értéke a [z,z + dz| intervallumba esik)? Le lehet-e
egyaltalan vezetni az f(z) stiriségfiiggvényt? d) Mekkora a median mélység, ami elvalasztja a
t6 térfogatanak felss felét az also felétsl? e) Hol van a t6 silypontja, ha z mélységhen a viz
stirtisége o(2)? f) Mekkora az a median mélység, amely elvilasztja a viz tomegének felss felét
az also felétsl? g) Hogyan lehet kiszamitani a z mélység < z >= [ zf(z)dz varhato értékét™?

Természetesen feltételeztiik, hogy a t6 medrének alakja konvex (mélyebben kisebb a kereszt-
metszete). Mi a helyzet, ha a meder konkéav (lefelé szélesedik)?

Ha a fenti kérdéseket nem lehet altaldnossdgban analitikusan kezelni, valaszoljunk ebben a két
specialis esetben: o) A t6 félgomb alaku, feliil a lapos feliilettel (tal alaka). 5) A t6 félgomb
alaki, alul sik feliilettel (harang alaki).

(Glockler Oszvald)



27. LaposFold lakéi nem hiszik, hanem tudjik, hogy tokéletes siklapon élnek. Hiszen ellatnak a
széléig... A felszint jég boritja, felette igen tiszta a levegd, és élesen kirajzolodik a hatalmas sik
tavoli Pereme, igy mindenki a sajat szemével lathatja, hogy a lakhato sik szabdlyos négyzet
alaki, 6k pedig a Négyzet kozéppontja koriil élnek, ahova egy titokzatos er6 mindig vissza-
huzza Gket. A bolygd pontos alakjan 6sid6k 6ta vitatkoznak a filozofusok. Azon persze nincs
vita, hogy (amint az &si legenda tartja), LaposFoldet a Repiil Spagettiszorny készitette jég-
kockanak a koktéljdhoz, de aztan valahogy kicsiiszott a kezébdl, és azota kdborol az drben. A
kérdés a jégkocka alakja. Abban mindenki egyetért, hogy a bolygd négyzet alapi hasab ala-
ka. De mekkora a vastagsaga? A kockologusok azt allitjak, hogy az altaluk lakott négyzetre
meréleges irdnyban a bolygd mérete ugyanakkora, mint a lakott négyzet oldala, igy a bolygo
szabalyos jégkocka — hiszen mi is lehetne mas? A lemezpartiak szerint viszont a bolygo négyze-
tiikre meréGleges vastagsaga elhanyagolhat6 a négyzet oldaldhoz képest — hiszen egy négyzetlap
épp elegendd ahhoz, hogy a laposfoldiek benépesithessék. A kérdés elddntésére mar szamos
expediciot szerveztek. Az volt a terv, hogy a kutatok eljutnak a Peremig, és azon atmaszva
felderitik a egyik szomszédos, az 6 életsikjukra merélegesen allé lapot, megmeérve annak pontos
méretét. Sajnos a felszint borit6 jég eddig minden expediciot kudarcra karhoztatott: a kutatok
az igen Kkicsiny, gyakorlatilag elhanyagolhato siarlodast jégen mindig visszacsiisztak a Perem
felé egyre meredekebben emelkedének érzett lejtéral.

A Perem fel6l visszatérd, a Négyzet kozepén épiilt fGvaros, LapCentral felé kullogo sikertelen
expediciok tagjai mindig Osszetalalkoztak a Batrakkal. Ok azok a varoslakok, akik nem fél-
nek a varost ovezd jégmezGktol, és amennyire csak tudnak, eltavolodnak a kézponttol, majd
merGleges irdnyba ellokve magukat, korcsolydjukon sokaig keringenek a varos koriil. Régi spor-
toloi tapasztalat, hogy a kiilénb6z6 palyakon csuszkalo Batrak keringési ideje fiiggetlen attol,
mennyire tavolodtak el a varostol.

Amikor a tudésok sok kudarc utédn rajottek arra, hogy a Peremre vezetett expediciokkal soha
sem donthetik el a bolygé alakjara vonatkozé Gsi kérdést, mas modszer utan néztek. Palyazatot
hirdettek a bolygo alakjanak lokalis mérésekkel torténdé meghatarozasara. A méréseket a négyzet
kézéppontjahoz kozel, LapCentral kornyékén kellett elvégezni.

A palyazatot egy névtelenségbe burkolozd, MitTudomEn jelige mogé rejt6zé fizikus kollekti-
va nyerte meg. A palyazati pénzbdl ingakat, orakat, iiveghengereket, adsokat, csakanyokat és
mérlegeket vasaroltak. A varos kozepén felallitott magas oszlopra egy ingat logattak, a csoport
mas tagjai stopperrel méricskélték a varos koriil korcsolydzé Batrak keringési idejét. A kutatok
harmadik csoportja pedig csakanyozni kezdte a jeget. Mindenki nagy meglepetésére nem til
nagy mélységben furcsa sziirke anyagra (6k ,koének” nevezték) bukkantak. Allitasuk szerint a
bolygét a vékony felszini jégrétegtdl eltekintve mindeniitt ez az anyag alkotja. A tuddsok hom-
lokukat rancolva méricskélték mérlegeikkel a k6darabok silyat, a vizzel toltott méréhengerekbe
dobalva ket pedig térfogatukat is igyekeztek meghatarozni.

A kutatocsoport zavaros torténetet adott elg arrol, hogy sikeriilt felfogniuk egy tavoli égitest,
a ,gombolyd Fold” lakéinak iizenetét, és mérési eredményeiket meg is osztottak az idegen
civilizacioval. Hamarosan fény deriilt a két merében kiilonb6z6 bolygo tulajdonsagai kozti ki-
sérteties hasonlosagra. A LapCentralban felallitott inga lengési ideje pontosan megegyezett a
tavoli ,,gombolytd Fold” északi sarkan lengs, azonos hossztsagl inga periddusidejével. A varos
koriil korcsolyazé Batrak pedig pontosan ugyanannyi id6 alatt keriilték meg a varost, mint
amennyi idG alatt a ,,gombdlyd Fold” lakoinak allitasa szerint az altaluk alkotott szerkezet, az
segyenlit6i mihold” korbejarta bolygojukat. Végiil pedig mindenki nagy meglepetésére az is
kideriilt, hogy a jég alol kibanyazott ,kG” stiriisége pontosan megegyezett a tavoli ,,gombolyii
Fold” atlagos stirtiségével.

A kutatok ezek utan kénnyedén meghataroztak LaposFold pontos méreteit, beleértve a négyze-
tes hasab vastagsagat, eldontve a filozéfusok Gsi vitajat. Sajnos az eredmény publikalasa utan
fellangolo wjabb filozofiai és politikai perpatvar kozepette elfelejtették megiizenni nekiink, a
tavoli ,,g6mbolyd Fold” lakéinak, hogy mire is jutottak.

Igy hat ratok, a 2020. évi Ortvay-verseny résztvevsire maradt LaposFold méreteinek megha-
tarozasa. Kérjiik megadni a Négyzet élét és a hasab magassagat a ,,gémbolyt Fold” sugaranak
szamszorosaként kifejezve. Egzakt eredményt varunk! Uténa persze az eredményt numerikusan
is kiszamithatjatok. Legyetek szerencsésebbek a szerencsétlen Peremkutatoknél, és batrabbak
a Batraknal!

(Cserti Jozsef és David Gyula)
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28. A hetvenes évek elején, amikor Tichy Géza és Major Janos megalapitotta az Ortvay-verseny
elédjét, az ELTE TTK Fizikus Didkkorének problémamegoldo versenyét, még nem volt internet,
és fénymasolasi lehetGség sem allott a fizikus hallgatok rendelkezésére. Ezért a versenyfeladato-
kat egy kézzel irott lapon kitiizték a falidjsagra, a tabla el6tt allo hallgatok kézzel jegyezgették
le maguknak a feladatokat. (Késébb fejlédott a technika, néhany év milva mar stencilezett la-
pokon kaptuk meg a feladatokat, az iro6géppel lekopogott lapokra a képleteket kézzel, kifogyott
golyostoll hegyével karcoltak be.)

1970 &szén, néhany nappal az els6 (akkor még nem Ortvay-) verseny kezdGnapja el6tt 36
izgatott fizikushallgato (akkor csak ekkordk voltak az évfolyamok) tolongott a lépcséhaz ka-
nyarulatdban a falidjsag el6tt. Az abban az évben indult Vektorszamités targy beadandojat
jegyzetelték fiizetiikbe. A feladat egy hat egyenletbdl allo, hatismeretlenes inhomogén linearis
egyenletrendszer megoldasa volt Gauss-eliminicidval. Az egyenletrendszer egyiitthatoi és a jobb
oldalon all6 konstansok mind egyjegyl egész szamok voltak, pozitiv és negativ elGjellel, nulla
nem szerepelt koztiik. A targy oktatoja azt szerette volna, hogy minél t&bb hallgato vegyen részt
a fizikaversenyen, ezért eleve olyan feladatot tiizott ki, amelynek feldolgozasa soran a Gauss-
eliminaci6s algoritmus néhany lépés utan ellentmondashoz vezet, tehat azonnal tudhato, hogy
a problémanak nincs megoldasa, a hallgatd leteheti a tollat, és mehet a versenyproblémakon
toprengeni.

Igen am, de a folyoséi tolongas nem nagyon alkalmas az informaci6é pontos atvitelére... Az
egyenletrendszer leirasa soran a hallgatok mind hibaztak — mégpedig mindegyikiik pontosan
egy egyiitthato elgjelét irta le tévesen (és érdekes modon mindegyikiik masik egyiitthatoét). Az
egyenletrendszer jobb oldaldn all6 szamokat viszont szerencsére mindegyikiiknek sikeriilt hiba
nélkiil rogzitenie. Igy aztan az eredetileg kitiizott egyszeri feladat helyett mindenki hosszi
és bonyolult szamolasba bonyolddott, egyre idegesebben, mert mar nagyon szeretett volna az
érdekes fizikai versenyfeladatokkal foglalkozni.

Az oktatdé megrokonyddve nézte a tobb oldalas csif szamolasokat. Csak akkor deriilt fel az
arca, amikor az egyik dolgozat néhany lépés utan arra a kovetkeztetésre jutott, hogy az egyen-
letrendszernek nincs megoldasa. Pedig — mint késébb kideriilt — ez a hallgato is elnézett egy
elGjelet a feladat leirasakor.

Kérdésiink az, mekkora a valésziniisége annak, hogy akad olyan a hallgatok kozott, aki — az
egyiitthato elgjelhibaja ellenére — erre az eredményre jut.

Természetesen feltételezhetjiik, hogy a fizikushallgatok (bar masolni nem nagyon tudnak) a

szdmolas soran sohasem kovetnek el sem elvi, sem numerikus hibat. Mert a fizikus a FEJ, FEJ,
FEJ!

(David Gyula)

\end{document}
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